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稀疏分解的加权迭代方法及其初步应用
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摘 要 : 为了在强噪声背景下提取信号
,

本文发展了一种加权迭代稀疏分解方法
.

从一个完备库中寻找观测信

号的稀疏成分表达问题的目标函数
,

可以取残差的卜 2 模和稀疏成分的 卜 1 模的加权和最小
,

通过分析噪声信号在

多分辨小波分解下的性质
,

得到了二尺度小波框架下不同尺度空间的加权系数的表达式 ; 通过分析最小 卜 1模 问题

的求解过程
,

提出了用两次迭代得到的信号成分的卜 1模的差作为迭代的收敛条件
.

最后用仿真试验和真实信号验

证了方法的有效性
.
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1 引言

在某些条件下
,

我们需要在强的噪声背景下提取弱的信

号成分
,

例如
,

从自发脑电背景中提取诱发电位时的信
一

噪比

就低于 0
.

o dB
,

这类问题需要人们发展新的特殊方法去解决
.

近年出现的稀疏分解方法显示了解决这类问题的潜力
.

稀疏意味着只有很少 的成分的值明显大于零〔‘〕
,

D o n o h o

证明了可用弱 护模来测量稀疏性
,

并系统地论证了基于弱 护

的图象稀疏分解过程刃ls h a

USe
l l
等圈提出了关于图象的稀疏

成分编码的思想
,

且其中的稀疏成分是从信号中学习得到的
.

在文献【3〕中
,

O ls ha use
n
和 Fi eld 指 出

,

在数学概念上
,

视觉过

程应该是从一个包括了视觉需要解释的所有成分的过完备

( ov er-
c om Pl

e t e )库中去寻找一个表达
,

且对于一个单独的图

象
,

仅仅需要库中很少的成分就可以实现信号表达
,

从而为稀

疏分解阐释了一个生物学机制
.

稀疏分解的这种过完备
一

稀疏表达的思想也被扩展到了

其他领域
.

玩衍
C址等闭给出了一个声音信号分析的例子

.

更

早一些
,

c hen
.

5
.

5 等[s] 曾建议用一种基于 11 模的 BP (肠 is

R 此ni t) 算法来求解过完备
一

稀疏表达问题
.

呱
c
ha

e l 乙h il e v s
崎

采用这种结构
,

使用 B e y e s
估计解决了一个信号盲分离问题

和从多通道传感器中提取一个源信号的问题[6, 7〕
.

最近
,

H u o

兀, 加
n g 构造了二种新的基于 尸模的代价函数侧

,

使得代价

函数的变量减少
,

计算也更容易
.

在文献【5〕中
,

Ch e n .

s
.

s 曾就使用 BP 算法解决去噪问题

进行了讨论
,

在最小平方误差意义下
,

比较了对 BO B ( Best or
-

山鸣叨目 Basi
s
)
、

MOF (M
e th od Of F ra m e s

)
、

MP (M at c hi 飞 R 此山t )和

BP 算法的去噪效果
.

在这里
,

我们以 H u o
兀。而ng 的基于 11

模的代价函数为基础
,

通过估计噪声在小波变换下的 11 模的

二尺度关系来修正该代价函数
,

并用迭代的方法来寻找和不

断修改信号的稀疏表达
,

建立了一种利用稀疏分解抑制噪声
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的新方法
.

2 信号的稀疏分解

2
.

1 信号的表达

近年来
,

在傅立叶变换的基础上
,

利用多分辨分析的信号

表达发展了很多新的方法
,

且显示了很多好的特性
.

把所有变

换参数对应的函数的集称为
‘

库
’ ,

稀疏分解的库可以用小波
,

G al ” r
小波

,

多分辨 G al 犯r
/J 、波

,

小波包
,
c

~ 包等来构造
.

每

一个库刀记为(舜 )
;

e 几
;
是一个参数

、

据此
,

信号可以分解

为下面的形式
: 。 二

习卿
r

(l )
r 〔尸

或者分解为近似的形式

, =

艺电
e‘ + R (2 )

R 称为余数
.

有些库本身就是过完备的
,

如小波包
,
C叱 in e

包等
,

我们

也可以混合上面的库得到过完备库
,

当然采用过完备库也意

味着信号的表达不是唯一的
.

因此
,

最稀疏的解意味着信号表

达最简洁的形式囚
.

实际上
,

在噪声背景下
,

当我们仅仅使用一个完备库 (如

多分辨小波等)时也存在一个稀疏分解问题
,

因为噪声常常是

处处奇异的
.

2
,

2 稀疏分解
—

最小 tl 模解

稀疏性通常是用 10 模来测量
,

但是 10 模不是凸的
,

从而

引起优化的混定间题
,

且噪声对其影响也很大
.

使用 11 模的

思想可以这样描述
:
一个信号不能在时域和频域内同时稀疏

.

如果我们知道信号在一个域内是有限的(如时域)
,

则可以在

另一个域内通过解最小 11 模问题来找到该信号圈
,

这样
,

该

问题就转化成了求解 11 模最小的问题
.

为此可建立如下的优

化问题
:

叭 (
: ,

劝是 n ( x) 的小波变换
.

在尺度
,
下有

:

: 〔.。(
3 , ·

)一卜上里{上望 ( 7 )

}{妇}“
,

尹 为常数
.

于是得到
E [ }矶n (

; , x

川 全 ( 君[ l巩n ( ￡
, x

) }2〕)‘左 = 无1 占 一 ( ,”) ( s )

k l 为常数
.

用李普西兹指数
。

来刻画
,

则函数 f( 劝的小波变

换有
:

l叼(
s , x

) }‘ k Z Sa (9 )

k : 为常数一般认为信号的李普西兹指数是大于 。的
,

而高

斯噪声的李普西兹指数
。 为负 (a 二 一

令
一 。 )

,

因此
,

信号和
”甲 J 只 一一

J
曰

~
一

~ ~
“ ‘ 一 2

“ 产 ’

~ ~
’ ‘曰 才

‘

, n

噪声在不同尺度下的小波变换所呈现的性质是截然不同的
.

利用式 (9)
,

可得到高斯噪声 n( 劝在每个小波尺度
,
下的系

数的绝对值之和的平均值满足
:

君( I巩
n
( , , x

川 ‘ k 3 s a

( xo )

其中
。 = 一

告一
, 。

一 =

~ (。 )
,

‘。为常数
·

由式 (s )
、

( 10 )
,

总存在常数 。。〔 [ o
, 。~ ]和 k 4 ,

使得
君 ( }风

n
(

: , 二

川
二 无4 : 一 (‘忍) 一、 ( 11 )

将式 (3) 中的 11 模具体写出得
k

1J e ll l =

艺 !1cj l] , (‘2 )
J = 0

在二尺度小波变换下
,

对于第 j 子空间
,

由式 ( 11) 得到

11 cjll
1

oc( 2j) ‘/2 十
、

因此有 = ( 2 )
’左 十 气

( 13 )

( 14 )

而 n !} c }! , 满足 }}
s 一

配 }}2
“

采用拉格朗 日乘子法
,

问题变为
:

面 1}s 一

配 1!圣
+ 助( c )

H u o
儿

a卜而ng 阁定义了一个近似的 11 模的表达
:

式 ( 14 )估计出对于高斯噪声在二尺度小波框架下不同尺

度空间的惩罚比
.

设 肠 为子空间 V0 的惩罚系数
,

对于空间

巩有如下关系
:

否= ( 占)j
+ ’ x 入。

,

占七径 ( 15 )

根据式( 14 )
,

取 占稍微大于径的数可 以更好地工作
,

据

此
,

我们将优化问题 (4 )的形式修改为
:

, }
: 一

鑫、}:
·

自、
( 。)

( 16 )

、、子产、、口产傀J4
r z吸、了‘、

、‘c
, y , =

“ , 十

告
·

一专
, , > ” (5)

可以看出当 y一 + 二
,

乡( c
,

幻 ~ I cl
.

由于 尸( C) 是凸的
,

且

存在二阶导数
,

因此式(5 )可以用牛顿法求解 对于式 ( 4) 参数
几的选取

,

可以根据下面的命题来估计
:

命题
:
如果 亡是问题式( 4) 的解

,

则下面的不等式成立

} , T (s 一

‘ , Jl
. 二

音 (6 )

3 稀疏分解的加权迭代法

3
.

1 商斯噪声在多分辨小波框架下的模极大性质

基于多分辨小波分析
,

我们可 以将信号分解到子空间

V0, 矶
,

矶
,

…
,

和 码
一 ; 中

,

这里
,

下标 o 一 j 一 1 对应于从低频

到高频不同的分辨空间
.

对于高斯噪声
,

有如下的关系 [9j :

设 n (
:
)是实的方差为尹的高斯白噪声

,

价是基本小波
,

3. 2 稀疏分解的迭代策略

通常
,

考虑外加噪声的影响
,

信号模型有如下的形式
:

、 二 二 十 宁 ( 17 )
宁被认为是一个高斯白噪声

, :
是需要寻找的信号

.

当完备库是由多分辨小波构造时
,

因高斯噪声是处处奇

异的
,

它遍布于整个方程空间
,

从而也就破坏了信号在方程空

间的稀疏性
.

根据优化问题式 ( 16 )
,

整个目标函数除了 li 对

应的稀疏性要求外
,

还包括了 }I
: 一
沁 }}圣

,

因此所求得的信号

成分可以看成是从原始信号中学习而来的
,

且仅仅是原始信

号成分的一个估计
.

为了更好地去噪
,

我们在这里引人了迭代

的思想
,

即
:
对于估计得到的信号成分 cl

,

应用小波逆变换得

到
: , ,

它是一个基于上述稀疏分解方法得到的信号的估计
,

然后用
‘’代替式 ( 16) 中的

:
重新解上述优化问题而得到新

的 d
.

如此反复迭代
,

就可能逐渐地消除噪声而较好地估计

出信号成分
.
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3
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3 迭代法的收效性讨论

如果信号在方程空间可以用较少的成分来表达
,

我们就

可以在用小波定义的空间中去寻找它的最稀疏的表达
.

式

( 16 )是本工作从噪声背景下寻找信号成分的基本原理
,

当使

用迭代策略去除噪声时
,

我们在这里取收敛条件为两次迭代

的小波系数的 11 的差最小
.

下面对它表达的收敛性作如下的

讨论
.

设 Cl
,

护 分别是连续两次得到的估计成分
,

则 11 模的差

为
:

△( sp arse ) = }} c ‘ ,, , 一 }}e Z ,f
l

( 15 )

假设噪声是加性噪声
,

把待估计的成分分解成信号成分

和噪声成分
,

则下面的不等式成立
:

}}c 11 : ‘ l} CS I}
l + {}久 }}

1
( 29 )

这里
,

下标
, 、 n
分别表示信号和噪声

。

考虑不等式的右边
,

随着迭代次数的增加
,

若噪声成分被逐渐地消除
,

即 1} Cn }}
l

~ O
,

则估计的成分中将只剩下信号成分
,

即

}} c }{
, 、 }}砚 }11 (20 )

此时式 ( 18 )变成
:

△( 明arse ) = {】C玉】】
, 一 1】C子】1

,
(2 1 )

有关研究表明
,

当 几。较小时
,

信号的损失很小[8]
,

所以两次迭

代得到的信号成分的差也很小
,

则
:

1}c { }}
; 一 }}磷 }}

; 、 O (22 )

所以 △ (胡
之犷 ,。

)~ 0 成立
.

4
.

96( 介时的小波成分
,

可以看出随着稀疏性的下降
,

信号成分

铡良好地保留
,

而噪声被逐渐地消除
,

在收敛时的稀疏性为

3
.

2626
,

而真实信号的稀疏性为 3
.

2623
.

图 l 中的( g )和 ( h) 表

明
,

该方法很好地找出了信号成分
.

从信 一 噪 比 ( S NR )来分

析
,

本实验处理的加噪信号的 SNR 为 一 O
.

5( dB )
,

而用本方法

去除噪声后
,

SN R 达到 l2
.

9 19( dB )
,

可见方法对强噪声情况也

是有效的
.

为了进一步较详细地考察本方法去除强噪声的能力
,

同

时加快收敛速度
,

我们取式 ( 15) 的 几。 二 0
.

005
,

占= 1
.

44
,

收敛

条件为 △ (聊玛
已

) = 0
.

05
,

信号和噪声种类同上
,

对不同 SN R

的情况进行了研究
,

结果如图 2 和表 1 所示
.

切切
柳却咖咖

卿卿八咖咖咖
_

一 八一一一一一一
r 、、洲 口 ——

如如
卿邝蜘蜘蜘 一、八~~~

2 0 0 4 00 60 0 2 00 40 0 6 0 0

卿卿舰咖咖咖 价丫协~~~

~ 、 一 、、 /

)))

陋耐瑜吵吵
图2 在不同强度噪声情况下的去噪效果 图中左边从上到下

依次增加噪声的情况
,

噪声强度值见表 1 ,

右边对应的是使

用本方法提取的信号
.

表 1 不同噪声情况下的重建结果

以一渭

�一 ·

一…
·

图 l 信号的迭代重构过程 ( a) 加噪信号
;
( 的估计的信号 ; ( 。 )

真实信号 ; ( d)
一 (f) 稀疏性对应于 14

.

5 142
, 9

.

88 94
, 4

.

9 607
时的小波系数 ; (动

一 ( h) 分别为估计的和真实的小波系数

4 仿真试验与测试

4
.

1 仿真试验

为了验证这种方法的效果
,

我们引入如下的仿真试验
.

试

验使用的信号采用与文献【1川同样形式
,

它是由下式产生的

一种阻尼信号
:

x ( n
) = A ( 0

.

9 8 5 )
l“ 一

256 ’C os ( 2 二0
.

田s n
)

, n = 0
,

l
,

…
,

5 12

( 23 )

噪声为高斯白噪
,

完备库用标准的小波函数 s

卿扭e t 一 8 构造
.

式(巧 ) 中的参数取为 几。 二 0
.

印1
,

占 二 1
.

44
.

取 。 ( 胡
口”。 ) 二

0
.

01
.

仿真结果如图 1 所示
,

可以看出
,

真实信号 (的被很好地

提取了出来
.

使用文献【7 」中信号表达稀疏性的测量公式

}} C }{1 / }} C !}
: ,

( d )
一

(f) 对应于稀疏性为 r4
.

s l妮
,

9
.

8删
,

加加噪信号号 估计信号号 加噪信号号 估计的信号号

的的 sN RRR 的 S卜RRR 的稀疏性性 的稀疏性性

一一 2
.

000 12
.

妇222 15
.

的555 3
.

2 1 1888

一一 4
.

000 1 1
.

4 1111 巧
.

9 2666 3
.

33 222

一一 6
.

000 10
.

16222 16
.

义999 3
.

5 8 1111

一一 8
.

000 8
.

6卯卯 16
.

9 8222 3
.

以又222

结果表明本方法可以有效地将 SNR 提高 13
一

17 dB
.

同

样
,

从稀疏性的结果可以看出
,

该方法能够在信号的真实稀疏

性附近收敛
.

4
.

2 真实的诱发脑电数据

针对本实验室采集的视觉诱发脑电数据 ( VE P )
,

其采样

频率为 1《刀)HZ
,

样点数为 5 12
.

图 3 ( a) 为 ro 次采集的数据的

平均
.

为了从如图 3( a) 的信号中提取出诱发脑电成分
,

我们

取式 (巧 )中的参数为 几。 二 0
.

005
,

占 = 1
.

科
,

△ ( 甲“邝
。

) = 0
.

05
,

结果如图 3( b) 所示
.

可以看出
,

信噪比有了很大的提高
.

5 结论

根据稀疏分解的原理
,

我们提出了一种加权迭代的方法
,
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〔6 ]

[ 7 ]

李侧理荟

撇
嗯

。

[ 8 ]
李三�侧瞥

[l0][9j
5

}卫瑞厂瑞厂瑞厂斌沂气产嘿
。

刀m s

图 3 视觉诱发脑电数据伽 EP )的支噪效果 ( a) ro 次平均的真

实的 V E P信号 ; ( b) 使用本方法提取的信号

使得稀疏分解过程能够有效地抑制噪声的影响
.

从上述的仿

真结果看
,

这种方法对于背景噪声较强的情况
,

如脑电
、

雷达

信号的提取
,

应具有很好的应用前景
.

由于稀疏分解是一种信

号表达的新思想
,

需要做的工作还很多
,

比如
,

本文中对于收

敛性的讨论
,

是在加权迭代方法可以消除噪声的假设下进行

的
,

如何进行更加严格的分析是我们今后需要研究的问题
.
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